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Abstract

Megprobalom Osszefoglalni, hogy miként térnek el a brit didkok matematikai elGismeretei a
magyarokétol, és atmutatast adni az esetleg hidnyzo ismeretek és megfogalmazasbeli szokasok
elsajatitdsahoz. Mindez magéanvéleményem (és évrsl évre finomodik), nem sok felelSsséget
vallalok érte. A beszédszeri stilus meg, remélem, segit élvezhetévé tenni az olvasast meg
otthonosabbé tenni a felkésziilést: "képzeld azt, hogy ott ilok melletted és magyarazok". Meg
inkabb vagyok pontatlan, mint hogy félrevezessek valakit, mert pontosnak akarok latszani.

Ja és batran lapozz bele abba, hogy mit tanulunk Cambridge matekon: jegyzetek és fe-
ladatok. Szamos interjutapasztalat olvashaté itt.”

1 Bevezetés

Ugy irok, hogy olyan olvasot tartok fejben, aki Cambridge matematika szakos interjura, illetve
majd STEP-vizsgara késziil, de még barkinek jo lehet, akinek a szakja a brit kézépiskolai matem-
atikaoktatas emléklenyomatara alapozik. 3

1.1 Kultarsokk?

Ha példéaul ranézel akar egy STEP-feladatsorra, mar lathato egy afféle éles modszeresség a felada-
tok stilusiban. Ehhez az igen nehezen koriilirhaté kulturalis kiilonbséghez talan a legnehezebb
hozzaszokni. A britek elvileg az egyetemen latnak elGszor bizonyitdst (ezt hallottam), cserébe
magabiztosabbak a matematika alkalmazasaiban, kiilondsen kalkulusban. Sokat lehet és érdemes
meég beszélni a brit és magyar oktatéasi és matematikamiivelési kultira kozotti kiilonbségekrsl, de
jelen irasnak nem ez a célja.

1.2 Interji cuccos
1.2.1 Sajat interjuélményem

En a Trinity College interjtirél tudok irni, mert oda jelentkeztem.

60 perc feladatsoriras, 30 vagy 45 perc szobeli interju két vizsgaztato eltt. (A vizsgaztatok
kivétel nélkiil nagyon okosak, értelmesek, és joindulatiak.) A feladatsoriras koézben irj papiron an-
golul megoldasvazlatokat: annyit kell viszonylag olvashat6an leirni, amennyibdl vilagosan kideriil,
hogy atgondoltad a megoldast és latsz benne minden buktatét. Ha bizonytalan vagy, hogy odaird-e
a hivatkozéast vagy sem, ird oda (vagy ird oda, ha pl. integralod a két oldalt). Ne sporolj a papir-
ral: minél kevesebb szamitast probalj fejben meggondolni. Haladj temposan, de nem eszeveszetten
(van egy-két kellemetlen vagy nehéz feladat).

1Ha van tovabbi kérdésed vagy megjegyzésed, irj a williams.kada kukac gmail.com cimre, és kiegészitem ezt az
atmutatot.

2 A matektudas mondjuk sokkal jobban javit esélyeiden, mint ha részletre pontosan ismered az interjik menetét,
szoval kar lenne, ha tul sok id6t toltenél e honlapon.

3Haha. En legalabbis szabadidémben mindenféle irast elolvasok, ami véletlenszerten szembejon: lehet, az olvasok
70%-a nem a célkozonség lesz.
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Az "interjun" egyik kérdez& megnézte a megoldasaimat: minimaélisat kellett hozzajuk mag-
yaraznom. A masik kérdezs ekézben probalt segiteni, hogy megoldjam a kimaradt feladatokat. A
tippem — és ez egyéb interjukra is igaz —, hogy merj hangosan gondolkozni és merj buta dolgokat
megvizsgalni vagy dbrdkat rajzolni, ha éppen bizonytalan vagy (én pl. valami okbdl ésszekevertem
a valtozot és a konstanst az egyik egyenletben: ebbdl pl. az segithet ki, ha megéllsz és megnézel
egy specialis esetet). Trinitynél az értékelésnél tigy emlékszem (de nagy eséllyel rosszul), hogy a
teszten megoldott példak szama, az interju kézben megoldott példak szama (akar segitséggel) és
még minimalisan a gondolkodasmod /segitségre vald reakci6 a f6 szempont.

Ha valamihez késziilés ellenére tényleg nem értesz, szabadon mondhatod, hogy nem tanultal
rola és inkabb kérnél masik feladatot. (Ha csak a jelolés nem vilagos, kérj magyarazatot.) Nem
harapnak, s6t, a professzorok kifejezetten kozvetlenek szoktak lenni!

1.2.2 Na de hogy késziiljek?

A Trinity honlapjan a harom feladatsort csindld meg idére, lehetSleg miutan végigmentél jelen
iromédnyomon. Ha még hidnyérzeted van, segit még Stephen Siklos kényve, illetve a Google-rol
Osszeszedett mindenféle Oxbridge-i interjikérdések.

Az angol nyelvvel vagy az angol szaknyelvvel vagy a szobeliséggel kapcsolatos problémakhoz...
Nos, angol nyelvi szakszojegyzék van. Az nagyon jo lehet, ha néhanyan 6sszetalalkoztok (kizarolag)
angolul beszélgetni interjuszerd feladatokrol, esetleg ha Siklos-kdnyves feladattal mock interjit
csinaltok egymésnak. (Méas beszélni, mint irni.) Ha pedig egyediil oldasz példat, probalj angolul
gondolkozni. De most csak dobal6zom oOtletekkel.

Ha nagyon izgulsz: 6mm, mondhatnam, hogy a tilizgulas nem javit esélyeiden, de azzal nem
segitettem, ugye? Végsd soron te tudod sajat tapasztalataid alapjan, hogy miként tudsz megnyu-
godni. De esetleg képzelj el egy ilyen képet: barmilyen kérdésre 6ssze tudod szedni a gondolataidat,
majd elmondod azt, amit jonak érzel, és az nagyon is jo lesz. "Es mi van, ha interjun lesz egy varat-
lan helyzet, és elrontom?" Mindegy, akkor is az a jo, amit mondasz, mert arra kivancsiak. Meg tgy
érdemes elképzelni, hogy interjira késziilés kdzben készited el§ azt, hogy miként fogsz gondolkozni
interju kozben: nem interju alatt fogod feltalalni a spanyolviaszt, akkor csak felmutatsz mintegy
pillanatképet magadrol. Ennek ellenére persze interju alatt minden jelentkezd valamennyire szokott
izgulni; az adrenalin jot tesz, az idegesség nem.

1.3 STEP-re val6o késziilés

A STEP-hez bevezets itt. STEP-késziilés esetén el6bb azt olvasd el, majd olvasd végig ezen
irdsomat.

A felkésziiléshez nem sziikséges brit a tanterv részletes ismerete 1.-t6l 13. osztalyig. Ajanlom,
hogy STEP el6tt legalabb futdlag nézz bele az OCR advanced matek kurzusok tantervébe (a D1
és D2 modul irrelevans).

Tovabbolvasas el6tt szeretném, ha letéltenéd innen Stephen Siklos kdnyvét, és megnéznéd gy-
orsan a végén 1évs Syllabus-t. Mi az ismeretlen? Mi az ismerds? Mi tiinik valami ismerdsnek més
kontosbe bujtatva? Utalni fogok a kdnyvre.

STEP-re én gy késziiltem, hogy kb. 14 darab korabbi éves feladatsort végigcsinaltam idére.
Az is jo lehet, ha Siklos konyvét tolod (kihagyva azt, amibdl nem tanulnal), csak uténa nézve
gyakorlo feladatsort. Az utdbbi években szerintem sokat nehezedett a STEP, igy régi sorokat
onbizalomnovelésre és sikerélményre, Gj sorokat fejlédésre hasznélj.

Fontos latni, hogy STEP-en és majd Cambridge-ben nem az a lényeg, hogy el6bb-ut6bb meg
tudnad-e csinalni a feladatot, hanem hogy letisztult technikdval és fennakadds mélkil magabiz-
tosan meg tudd oldani. Tippem a vizsgézasra: probald gyakorlassal és minden szamitas gyors
ellendrzésével (elGjel rendben? a bevetett képlet helyes?) kikiiszobolni, hogy hibazz: az visz el a
legtobb id6t (és energiat!), ha benézel valamit. Akkor jonnek a szamitasi hibak, amikor gyorsitani
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akarsz és Osszevonsz lépéseket: csak szépen, nyugodtan, gépiesen, mint egy svajci éra.* Persze ha
mégis benézed, szép nyugodtan keresd meg a hibat vagy kezdd tjra.

A két vizsgan tObb pontot veszitettem tgy is, hogy béven elegendd szamu feladatot oldottam és
pontosan magyaraztam: vagy szamitasz arra, hogy 1 vagy 2 pontot levonnak teljes megoldasaidbol
szOrozés miatt, vagy pedig — és jobb mod szerintem nincs a pontlevonés kikiiszobolésére — megnézel
korabbi javitasi atmutatokat. (Még ezen az oldalon talaltam kidolgozott megoldasokat: egy-kettGt
megnyugtato lehet megnézni.)

2 Derivalas briteknek

2.1 Ez szerintem egy picit kultarsokk

Kultirsokk lehet olyan alaki egyenleteket latni, mint a dy = %dw. Ez csak egy szamitasi triikkot
jelol, azt, hogy barmilyen differencidlegyenletben az egyik oldal helyére a méasik oldalt irhatod,
vagy hogy mindkét oldalt integralhatod: y(a) — y(0) =" [dy” = foa y'dx. Azért hasznalatosak
ezek a jelslések, mert igy lehet a lehetd leggyorsabban alkalmazott matematikat végezni.’?

2.2 Derivalas magyaroknak, akik angol gyepre lépnek

Felteszem, ismered a hatarérték és a derivalt fogalmat.

A differencidlszamitas alapgondolata, hogy ha kozelrsl ranézek egy simén kinézé y = f(x)
fiiggvénygrafikonra, egyenest latok. (Every smooth curve is locally a line.) Képlettel: ha dx
nagyon kicsi®, akkor

f@o +62) = f(zo) + f'(z0)dz.
Az f'(xg) derivalt preciz definicioja helyett szemléltetés végett mondhatjuk azt, hogy
f(@o + ) — f(x0) _df

/ = =
f (330) o ox dx—0 dxr m:xo’

tehat az xg koriil f-nek kis megvaltozasa az x megfelels kis megvaltozasaval elosztva.

Ismeretes a lancszabaly, ami dx, dy jeldléssel a kovetkezs (connected rates of change):”

dy dy dx

dt — dx dt’
Megjegyzem: ennek a megfelelGje vesszss jeloléssel (y o z)'(t) = ¢/ (x(t)) - ' (t). Van tehat egy kis
furcsasag a % jelolésben: ott akkor mi is a vdltozé? Ez a kovetkezs elképzeléssel valhat vilagossa.

2.3 A valtozdk egymashoz tartoznak

Képzeld el, hogy egy alkalmazott matematikus vagy, aki szeretne megérteni egy hiils kazant. Mond-
juk mérni tudod az energiat, hdmérsékletet, nyoméast: E,T,p. Mondjuk fel tudsz irni valami egyen-
letet, valami torvényt, mondjuk % = E. ® Ez ugye kb. azt jelenti, hogy barmilyen pillanatban
FE-szer olyan mértékben valtozik T', mint p.

Mi szerint paramétereziink? Egyetlen valtozo van, méghozzé az ids (t), ami egyre névekszik
(lehet ¢ € [0;1], t € [0;00) stb.) Minden més fiiggvény: az x,y,z mind olyan értékek, amik ¢-t61
fiiggGen valtoznak. Az egész rendszeriink mondjuk egy id6ben valtozo

(2(®),y(6), (1), ..

4 Ahogy egykori tesitanarom, Wirth tanar ar mondana, "Nem kell a bravuar!"

5példaul a Cambridge elsGéves Differential Equations kurzuson sok ilyen szamitési triikkk bizonyit4sara nagyjaboél
utalnak. Olyasmi a hozzaallas, hogy azokat a dolgokat szabad megcsinalni, amiket nagyjabol meg tudnéal indokolni,
és id6vel megtapasztalod, hogy mik a realisan felléps hibalehetGségek.

Sfizikusok sokszor Az-et irnak ekkor, de Cambridge-ben egy pici perturbaciét sz jelsl

7Szabad dz-szel egyszertisiteni, de d-vel tilos.

8Keérlek, rugaszkod;j el a kedvemért attol a gondtél, hogy nem stimmelnek a mértékegységek!
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szam-n-es segitségével irhato le.? Ekkor gy érdemes elképzelni, hogy adott ¢y helyen

dy _ y(to +6t) —y(to)
dz = x(to +6t) — x(to) 50’

és akkor természetessé valik olyan dolgokat frkalni, mint % = 4z . 4,
’ dx dy dx

OK. De tekinthetnénk inkabb z-et valtozonak? Hogyne, persze csak akkor, ha az xz(t) fiig-
gvénynek van inverze. Ekkor pedig az y, z stb. fliggvények matematikai szempontbol mind megval-
toznak: y(t) helyett az y(t(x)) fliggvényt latjuk, ahol t(x) az eredeti x(t) fiiggvény inverzét jeldli.
Szemléletileg viszont semmi sem valtozik meg: folyamatosan valtozo és egy adott pillanatban
megvizsgalhaté6 mennyiségeket képzeliink el, ahol a pillanatokat ezuttal x szerint paraméterezziik.

Tovabba Newton jelolése: azt, hogy az x(t) miként véaltozik az idd szerint (csak az id§ fiig-
gvényeinél hasznélatos ez a jelolés), & (¢) jeloli:

(to + dt) — x(to) _ dx
dt dt—0  dt li=t,’

#(to) = =

3 Meég tobb derivalas

Eddig ¢ szerint paraméterezett f, g, x,y, z kifejezésekrdl beszéltiink. Hozzarendeltiik az f fliggvény-
hez a % fiiggvényt. Gondolhatunk igy a derivalasra, mint egy C*>° — C'* hozzarendelés, ahol C*°
jeloli az akarhanyszor derivalhato fliggvények halmazat, adott intervallumon.

Ily médon % egy un. operator: az f fiiggvényhez a ”% = % fliggvényt rendeli. Vannak
tulajdonsagai, példaul linedris, vagyis A, B konstansokra

d _df L dg
(Af+Bg) = A% + B—L.

Lehet sokszor ismételni % alkalmazasat: az f(t) n-szeri derivaltjat igy % jeloli. Lehet tovabbé
beszélni sokféle operatorrol, mint példaul:

. t% (melyre f —tf’),

e { (melyre f— tf és nem f i),

o (sint)4 + % (melyre f+— (sint)f + f").

Ebben a magia akkor latszik meg, mikor ezeket a linearis operatorokat egymas utan alkalmazzuk
(figyelni kell viszont: operatorokra altalaban T'oU # U o T):

i+ 4 2—t2+ti+it+d—2—(t2+1)+2ti+d—2
) dt  dt = dtz dt  dt?’

(Tehat a bal oldal a t 4+ %: f=tf+ % linearis operator kétszeri alkalmazésa.)

Mindezt ilyen részletességgel egyaltalan nem kell tudni, csak elmondtam, mert jobb tgy dolgo-
zni, ha tudom, mi az, hogy operator és hogy honnan joén a & jelolés. Meg ett6l még mendébb lesz

dx™
majd a vektorkalkulus és a kvantummechanika.

9Vagy pl. a kvantummechanikaban, ami Cambridge-ben masodéves targy, ehelyett egy idében valtozo ¥(z,t)
(adott t-re ¥ (z)) komplex értékid hullamfiiggvény ir le egy rendszert, amit méréseinkben tugy észleliink, hogy részec-
skénk helyének valoszintiség-closzlasfiiggvénye |4 (x)|?, igy pl. egy dimenziéban [ |1 (z)|> = 1 mert a részecske 1
valoszintiséggel van valahol.
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4 Sorfejtések

Ez talan csak STEP-hez kell, ugyhogy vazlatosan kozlom. Egy ZZOZO anx™ sorrdl lenne sz6. De ez
mit jelent?

Bizonyos z valés szamokra az ag, ag + a1, ..., ag +a1x + - - -+ ax”™, ... sorozat konvergens:
ezek a T konvergenciatartomany elemei. Kénnyen észre lehet venni, hogy ha x-re konvergal, akkor
A € (—1,1) esetén Az-re is konvergal. Szoéval T lehet (—oo, 00) a konvergenciatartomany, vagy {0},
vagy egyéb esetben R = sup,cr |¢| mellett (—R, R) vagy [—R, R) vagy (—R, R| vagy [—R, R].

Van agyt-képlet is: + = limsup lan|*™. (A limsup a konvergens részsorozatok legnagyobb
hatarértéke, azaz limy o0 SUP,,« ;v Tp; €zt is be lehet latni.)'°

A Taylor-sorfejtés az a felvetés, hogy

f"(a)

@ =) T

f(z) =F fla) + f'(a)(z —a) +

Ha rigorous vagy, megértheted, egy ilyen egyenlGség hogyan bizonyithato itt, bar inkabb ajén-
lom a Laczkovich-T.S6s vagy Leindler-féle analiziskényvvel, esetleg néhany Cambridge-i elsGéves
jegyzettel valo konzultaciot. A Newton-féle binomialis sorfejtés (|z| < 1-re konvergél) kiilonosen
sziviik csiicske:

(a—1) 5 ala—1)(a—2) 4

(1+x)a:1+ax_|_a 51 x2 4+ 3' z° 4 -

ahonnan jon példaul a tipikus v/1 4+ « =~ 1 4+ /2 approximécio.

Amikor kontextus nélkiil el6jon egy y = ZZO:() anx™ sor, feltételezziik, hogy elegendden kicsi x-
ekre vizsgaljuk, hogy legyen értelme. A Taylor-sorfejtésnél jon 4t az az intuicio, hogy az f(x+dx) =~
f(z) + f'(x)0x egy elsérendd kozelités, amibsl f/, f” stb. kozelitéseivel n-edrendi kozelités is
képezhets. Innen az y = ag + a1z + azx? + O(x3) jeldlés.

Végiil: lehetséges y = Y a,a™ sorokra formdlisan is gondolni, tehat tgy, mint az ag,aq, ...
sorozat és egy hozzé tartozo algebrai kifejezés. Példaul ha igy gondolkozunk, a > a,a™ és > b,az™
sorok szorzatat, Y c,z"-et, definidlhatjuk a ¢, = Z,H_[:n arby képlettel. Ebben a definicioban
nem érdekelt minket, hogy mi torténik, ha egy valos szamot helyettesitiink x helyére.

5 Curve sketching

Nekem mindig bizonytalan volt, mit értenek az alatt, hogy "sketch a curve". Koriilbeliil csak az
szamit, hogy nagyjabol stimmeljen a gorbe irdnya, alakja. Hogy miivészi kezed kozelebb jusson
a helyes gorbéhez, sokszor hasznalnod kell olyanokat, hogy f’(x) > 0 esetén f monotonically
increasing, f’(z) = 0-nal stationary point, f”(x) > 0 esetén convex, and the curve’s convexity can
only change at an inflection point (f”(x) = 0).

De hogy pontosan lasd, mit varnanak, szerintem Siklos kdnyvében oldd meg vagy csak olvasd
el Problem 14, 15, 20, 33, 50 megoldasait. Sokat fog segiteni.

10Be lehet latni azt is pl., hogy (=R, R)-ben az x +— 3 anx™ fiiggvény folytonos és derivalhaté is tagonként: ez
kébaltaval is kijon, de az f, — f ha sup, |fn(z) — f(z)| — 0 fogalommal elegansabb, de az mar masodéves anyag.
Abel-atrendezéssel jon ki, hogy R-ben is (féloldali) folytonos, ha értelmezett.


https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series
https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor's_theorem
https://www.maths.cam.ac.uk/undergrad/examplesheets
https://www.maths.cam.ac.uk/undergrad/examplesheets
https://en.wikipedia.org/wiki/Stationary_point

6 Integration

A Riemann-integral fogalma egy Osszeg hatarértéke. (Az méar csak alkalmazas, hogy pl. egy
gorbe alatti tertilet.) Példaul fab f(x)dx-re Ggy érdemes gondolni, mint Zgzl flan) - (T — Tp-1)
hatarértéke, ahogy az a = o < 1 < --- < zy = b felosztéast egyre jobban felszabdaljuk. Ahogy
"a végtelenségig finomitjuk ezt a beosztast", egy nagy . f(x)-dz 6sszeg lathato: innen a jeldlés. 't

A Newton-Leibniz-tétel (angolul Fundamental Theorem of Calculus) elmondja, hogy az inte-
gralas csak derivalas forditva, mert F/ = f esetén

/ f(2)dz = [F(z)]’ := F(b) — Fla).

Emiatt az integralas a matematika egyik nagy (idegesits) jatszotere: a forditott derivalashoz kb.

tippelni kell. Mondjuk f " = ﬁx”“ + C: ezt nem nehéz latni. De altalaban nem is tippelés-

tannal, hanem integralasi triikkkokkel szoktunk dolgozni. Lassuk Gket!

Integration by substitution. Emlékezziink vissza arra, hogy minden fliggvényiink egy ob-
jektiv ¢ id6 szerint van paraméterezve. Fussa be ¢ mondjuk a [0;1] intervallumot. Ez mit sem

valtoztat az z(t) integraljanak "definiciojan"!2:

z(1) N
[, fae =tm S () (o) —a(ta))
z(0 n=1

Lehetséges helyettesitést alkalmazni: legyen y(t) egy masik fiiggvény, ami, ha z(¢) minden
értéket egyszer veszi fel, akkor megadhato x fiiggvényeképpen. Ekkor, "mivel a hatarértékek meg-

egyeznek" 13,

z(1) dy y(1)

[t e = [
(0) z y

Példaul, az x = cosu helyettesitéssel, mivel j—i = —sinu, igy
1 0
/ V1—22dz = V1 — cos? udz
0 w/2
0
d
= / sin u—xdu
/2 du

0
= / — sin® udu,
/2
s

amit mar konnyd 7-ként meghatérozni, vagy cos2u = 1 — 2sin? u képlettel, vagy fo%(sinzu +
cos? u)du-bol kiindulva'4.

Tovabbi feladat: [ tanzdz =?.

Elég sok tovabbi kis triikk van:

1A preciz matematikai definicié: hogyha tekintjiik az Gsszes felosztasra értelmezett felsé Gsszegek infimumat és
als6 Osszegek szuprémumat, és ezek megegyeznek, akkor ez a mennyiség az f; f(z)dz Riemann-integral, ahol felsd
Osszegnek ill. als6 6sszegnek egy Z,ﬁ;l SUP e[, 1 en] f (®) (Tn —zn—1) ill ny:l infoeie, 1,20 f(@) (Tn —2n-1)
alaka Osszeget neveziink. Elég koriilményes definicio, és pl. nem faj hozza belatni el6bb, hogy barmely als6 6sszeg
< barmely fels6 Gsszeg, de meglepden kénnyd vele dolgozni.

12Ha létezik az integral, akkor ez megadja az integralt, de a preciz definicié alsé és fels§ Riemann-6sszegekkel
torténik.

13Ez korantsem preciz okfejtés (kb. azt mondjuk benne: y(tn) —y(tn—1) ~ %(tn) “(z(tn) —z(tn—1))), de egyrészt
azzé tehetd, masrészt nagyon egyszertivé tesz mindent.

1E7 utébbi modszer elegansabb és amiigy kapcsolédik a harmonikus rezgémozgas energiajahoz, és azt jelenti,
hogy sin? vagy cos? helyére % irhaté periédushossznyi integralban.



e integration by parts: mivel (uv) = u'v + uwv’, ezért [u'v = uwv — [uv’, vagy ha jobban esik,
Jvdu = uv — [udv. Tipikus példa: [1-Inzdz. Hasznald az [f(x))2 = f(b) — f(a) jeldlést
egészséggel!

e szimmetria kihasznalasa: példéul v = m — x helyettesitéssel [; cos zdx = f:(f cosu)(—du)
miatt az integral 0.

dx
1+x2

e trigonometrikus vagy hiperbolikus fiiggvény helyettesitése (példaul [ -ben z = tanu,

dz
2

vagy [ == -ben z = cosh uld)

Siklos konyvébdl az alabbi feladatot oldd meg (van benne improper integral):

Problem 9. Show, by means of change of variable or otherwise, that

/OOO f ((x2 +1)¥2 4 :c) dr = ;/100(1 +t72) f(t)dt,

for any function f. Hence, or otherwise, show that

o0 -3
/ ((x2+1)1/2—|—x> dng
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Tipuspélda még, hogy parcialis integralassal integralok sorozatat hatarozzak meg. Siklosban a
Problem 22 ilyen; egy kellemes sorozat még a Wallis-integrélok sorozata, amikbdl a hires Stirling-
formula levezethetd.

Tovabba gyakran integralassal lehet becsléseket végezni. Példaul:

Feladat. Igazold, hogy

- + ! In2
—Z4+-x...=n
2 37T )
hogybi et 1§ o= ook oy et monosstgor, magd s 27 L e
fjﬁrl %dm kozé szoritunk.

Feladat. Igazold, hogy |H,, — logn| korlatos, ahol H,, =1+ 3 +--- +

S|

Feladat. Igazold, hogy

> 1
;n 51

korlatos az s € (1;00) intervallumon.'6

15 A hiperbolikus fiiggvényeknek csak algebrai tulajdonsagaikat kell ismerni, ami nagyon egyszeri. Bevezetésért
olvass tovabb.
16Vagyis ((s) C\ {valami}-re valo analitikus kiterjesztésének egyszeres polusa van az 1-ben.


http://mathworld.wolfram.com/ImproperIntegral.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Wallis'_integrals

7 Differential equations

Alkalmasint fizikaban fel lehet frni egy egyenletet y(z) fiiggvényre y,vy’,y”,... és z kifejezései
segitségével. Példaul:

y' =Ny (1)
y' =k (2)
y=y+e (3)
Yy tanz +y=1 (4)
y' =2*(1+y°) (5)
y = (z—y)? (6)

(7)

Y = (e — )"

Ha interjtra késziilsz, elég szerintem tudni (1) és (2) megoldésait, (1)-nek bizonyitasat, és azt,
hogy ha differencidlegyenletet latsz, probalj alkalmas médon integralni egyet. Kérlek, probald most
megkeresni ezeknek az egyenleteknek a legaltaldnosabb megoldasait.

(1) egyetlen megoldasa y = Ae’* (A konstans). Azért csak ez, mert % = ) esetén integralva!”:

/
1
)\a:—i-C:/y—dx:/dy/dxdx:/fdyzlny.
Y Y )

Ugy altalaban, differencialegyenletet tigy oldunk meg, hogy integralunk egyet, esetleg kézben egy
iigyes helyettesitéssel (vagy tippeliink). '®

Az y" = —k?y megoldasa y = Csin(kz) + D cos(kx)'”, mert levezethets, hogy nincs masik
(y := y12 helyettesités, ahol y; megoldas).

(3)-nal elébb kiszedjiik az e®-et egy y = z + y1 helyettesitéssel: mivel y; = e® balgasdgot ad
(tn. rezonancia lép fel), helyette y; = we*-et alkalmazunk. Marad a 2z’ = z egyenlet, amit tudunk.

Nagy &tlet, hogy hasznélhatjuk integralashoz az (uv)’ = w/v+uv’ szabalyt. 2° Példaul y sin x+
ycos x olyan alaki.

dy/dzx
1+y2

(5) megoldasahoz is integralunk: [ z?dx = dx = arctan(y) + C.
Végiil (6) megoldasahoz nyugodtan triikkézhetiink a dz, dy jeldléssel®!:

y = (e’ —a)7

dy(e¥ —x) =dx
eVdy = dx + xdy
e’ =a'(y)+=

és ez méar olyan alaki, mint a (3)-as egyenlet.

17 Azért nem frok abszolutértékjelet az In-re, mert képzelhetiink minden fiiggvényt R — C fiiggvénynek; tgy
is értelmes marad minden definici6. Marpedig igy viselkedik a(z egyik) komplex logaritmus, amit C \ r-en
értelmezhetiink, ahol r tetszdleges, az origobol kiindul6 félegyenes. De ez mindegy; ha zavar, rakd oda az ab-
szolutértékjelet.

18Bar létezik olyan moédszer is, hogy a differencialegyenletbdl rekurziéval meghatarozzuk y Taylor-sorfejtését,
altalaban kellemetlen dekédolni y zart alakjat, és most a konvergencia kérdésével nem is foglalkoztunk.

19__ Aeikac+Be—ik:c

20Ez médszerré fejleszthetd, lasd itt, de konnyebb gy gondolkozni, ha az (uv)’ = w'v + wv’ alakot akarjuk latni
magunk elstt. Igy oldhaté meg a (7)-es is.

213ki nagyon akarja, belathatja, hogy mindez miiksdik


https://en.wikipedia.org/wiki/Complex_logarithm
https://en.wikipedia.org/wiki/Integrating_factor

8 Hiperbolikus fiiggvények

Honnan jon, mire j6? (Ezt nem kell tudni.) A sin és cos fliggvények a ¢ ivmértékhez feleltetik
meg az egységkor (cos g, sin ) pontjat, azaz a z() = cos ¢ + isin ¢ komplex szamot.

Mivel a kor érint6je meréleges a korre??

, ezért j—; = —sinp + icosp. Mas szoval 2/ = iz; ezt
a differencilegyenletet megoldva (R — C fiiggvények korében) z = Ae'? adodik. With the initial

condition 2(0) = 1, we get z = ¢¢. Innen

eit _ =it
sint = -
21

ezt +672t

cost = ——
2

(Tényleg elnézést kérek: ez az egész érvelés teljesen téves és preciz matematikai jelentése nincs. De
legalabb szép.)

Elég annyit hallani a hiperbolikus geometriarol, hogy benne (x1,y1) és (x2,y2) vektor skalaris
szorzatat xo+y1y2 helyett x120—y1y2 adja meg, s igy a "tavolsagnégyzet" x2+y2 helyett 22 —y2.23
Ez olyan, mintha az euklideszi geometria (z,y) vektorait lecserélnénk az (z,iy) vektorokra. A
megfelels szogfliggvények pedig a kovetkezdk lesznek:

sinht = —isin(it) =

t —t
cosht = cos(it) = ete

Amit kell tudni. A hiperbolikus fiiggvények ugyanazért jok, mint a trigonometrikus fiig-
gvények: szép Osszefliggéseket teljesitenek (amiknek max. idénként geometriai jelentése van), és
igy hasznos Gket helyettesitésre hasznélni. Nézd meg a Wikipédiat: ha van Vo1 Va8 i

2

mindenképp gondolj rajuk.

Also, note that coshz = 289 is quadratic in e*. (This isn’t so spectacular for cos, because e*®
is complex.)

9 Fizika

Azért jo STEP-en fizikat (mechanikét) csindlni, mert olcso és kevesebbet kell benne gondolkozni.
Példaul Siklos Problem 52 mutatja a fizikai stilust, érdemes megnézni, ha interjira késziilsz, akkor
is. Ha bizonytalan vagy, mi kellhet, az OCR specification fizika moduljaibol M1, M2, M3, esetleg
M4 modul ismeretei lehetnének interjin, de ezzel szerintem nem érdemes foglalkozni. Ha értesz
fizikahoz, jo lesz.

Ha nem értesz fizikdhoz, akkor pedig az alapdolgokat illik 4tnézni (M1, M2, kicsit M3), de
akkor is mondhatod, hogy nem tanultal olyan fizikat. (Cserébe a Trinity interja 10. feladatat nem
fogod tudni megcsinalni, méar ha arra jut idéd.) Epp ezért van példaul Cambridge-ben elsGéves
Mechanics kurzus: ha netdn nem tanultal fizikdt kordbban, ott fel tudsz zarkozni.

A fizikdban az a kellemes, hogy differencialegyenleteket tudsz felirni és megoldani. Nézd meg:
Siklos Problem 21.

10 Probability and Statistics

Csak STEP-hez kellhet. (Elemi valszamot pedig a magyar kozépiskola nagyjabol elintézi.) Ha
nagyon kajalnal mar egyetemi cuccot, sasold meg az elsGéves Probability kurzus jegyzetét, amibsl

22Feladat. Bizonyitsd be, hogy ha a z(t) : [0; 1] — C gérbe minden pontjaban a helyvektor meréleges az érintére,
akkor z(t) befut egy korivet. (Ezt most mar alkalmazott matematikus modra meg tudod oldani.)
23Tovabbi érdekességekért lasd ezt.


https://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbolic_function
https://www.dropbox.com/s/dcot1bahij73b02/probability.pdf?dl=0
http://matekold.fazekas.hu/portal/tanitasianyagok/Hrasko_Andras/relgeo_komalanket2007/relgeo.pdf

alaposan megtanulhatod azt az anyagot, ami elGjohet. De ha nincs kedved ezt megcsinalni, szer-
intem hagyjad a STEP valszampéldait (kivéve az egyiket, mert az gyakran igen egyszerd!): van
b&ven masik. Sokkal jobb a jol megszokott, tempods, svajci 6ra pontossagi munka.

11 Jo6 tanulast!
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